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B r e m s f o r m e l  ffir E lektronen  
re lat iv i s t i scher  Geschwindigkei t .  

Von H. Bethe, zurzeit in Rom. 

(Eingegangen am 4. Mai 1932.) 

Aus der Theorie yon M~ller 1) wird der Energieverlust yon Elektronen rela- 
tivistischer Geschwindigkeit beim Durchgang dutch Materio abgeleitet. Der 
Energieverlust pro Zentimeter Weg erreicht bei etwa 96 ~ der Lichtgeschwindig- 
keit ein Minimum und steigt bei h6heren Gesehwindigkeiten wieder an; ftir 
Elektronen yon einigen Milliarden Volt betrigt er etwa 4 Millionen Volt pro 
Zentlmeter Wasser. Eine Tabelle des theoretischen Energieverlustes yon 

Elektronen und Protonen verschiedener Geschwindigkeit wird gegeben. 

1. Bis vor kurzem wares  nicht mSglich, die Streuung yon Elek~ronen 
sehr hoher Gesch~indigkeit quantenmechanisch zu behandeln, weft die 
bekannten Ans~tze fiir die Wechsehvirkungsenergie ~veier Elektronen 2) 

nur bis zur OrSBenordnung v2/@ exakt waren (v = Elektronen-, 
c = Lich~geschwindigkeit~). Inzmischen hat M~ller i) in einer wichtigen 
Arbeit die Frage der Wechsel~irkungsenergie sehr einfach und be- 

friedigend geklirt, und es is~ nunmehr mSg]ich, die Bremsformel fiir 
beliebig rasche Elektronen anzugeben, was fiir die Deutung der Experimente 
fiber die korpuskubre HShenstrahlung yon Wichtigkeit ist. 

Ein Teilchen der Ladung ez mSge sich mit der Gesch~vindigkeit v 
dutch eine Substanz hindurchbewegen, welche in der Volumeneinheit 
N Atome der Ordnungszahl Z enthilt. Dann verlier~ das TeiIchen pro 
Zentimeter Weg die Energie q)2 / 

falls wit nut den Energieverlust dutch solche StSBe ins Auge fassen, bei 
denen im einzelnen hSchstens die Energie W auf das s  iibertragen 
wirda), m i s t  die Ruhmasse des Elektrons (n~ch~ allgemein des stoBenden 

Teilchens), E die mittlere Anregungsenergie des Atoms, definiert durch 

Z l g / ~  = ~ ] / n z  lg A~z, (2) 
n l  

i) Chr. lgMler, ZS. f. Phys. 70, 786, 1931. 
~) G. Brei t ,  Phys. Rev. 3~, 553, 1929; J.A. Gaunt ,  Proc. Roy. Soc. 

122, 513, 1929. 
a) Ist das stoBende Teilchen ein Elektron, so ist es sehr unwahrschoinlich, 

daft es bei einem StoB etwa ein Viertel oder gar die H/i]fte der gesamton Energie 
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]~ t is t  die Summe der Oszillatorst~rken far alle optischen Uberg~nge, bei 
denen ein Elektron der Schale n l des Atoms angeregt wird, ]n~ ist etwas 
grSBer oder etwas kleiner als die Anzahl Elektronen in der Schale nl, je 
nsehdem, ob es sich um eine ~u/3ere oder innere Sehale handeltl). A n ~ ist 
die mittlere Anregungsenergie far die Sehale n l  unc[ kann gen~gend genau 
gleich der Ionisierungsspannung dieser Schale gesetzt werden. Numerisch 

ergibt sieh far 
H~ N2 Fe Ag Pb 

= 15 35 60 170 250 Volt 

Diese Zahlen sind etwa um ~ 30% unsieher (wegen der Unsicherheit 
der Oszillatorstarken der dureh das Patdiprinzip verbotenen Uberg~nge), 
was abet far das BremsvermSgen nichts Wesentliches ~usmacht. 

9.. Die Ableitung clef Bremsformel wollen wir bier nut kurz andeuten, 

da die ausfiihrliehe Ableitung, wie wir erfahren, dernn~tchst yon M~ller  
verSffentlieht werden wird. 

Vor dem StoB mSge der Impuls des stoBenden Elektrons p, seine 
Energie E sein. Dann ist seine I)ir~csehe Eigenfunktion 

2 e t i  

~p = ~o (y )  e - V -  (~ ~ - ~ o , (3) 

wobei q~ (p) vier I(omponenten qJ1- �9 �9 q~4 hat, welehe nut veto Impuls und 
der Spinriehtung, dagegen nieht veto Oft ~R des Elektrons abh~ngen. Um 
die Wahrseheinlichkeit des Stol3es zu bereehnen, ha~ man mm naeh Mal l e r  
aus den Eigenfunktionen des sto/3enden Elektrons vor und naeh dem Stof5 
die L~dungs- und Stromdiehte zu bilden: 

Q = - - e ~ * ( p ' ) ~ p ( p )  = - - e a  o ( p p ' ) e  h 

2 z i  

= - -  e e a  (pp ' )  e % -  [(~ - ~ "  ~ ) - ~ -  e')t], (4) 

mit 
a o = qg* (p ' )  cf (t~), a == - -  7)* (~)') ~ ep (p)  

verliert, nur wenige Prozen~ aller Elektronen erleiden auf ihrem Wege derartig 
harte StsJ3e. M~n mil~ im allgemeinen den w a h r s c h e i n l i c h s t e n  Energieverlust 
auf einer bestimmten Strecko zlx (bzw. die wahrsoheinliohs~e Reichweite) 
Man muJ~ darm f o r  W den  Energieverlust einsetzen, der auf der Strecke A x 
im Mittel gerade einmal passiert (Begriindung siehe N. Bohr,  Phil. Mag. 30, 
581, 1915): W = 2 z N e t Z A x / m v L  Bei der Bereehnung der Tabelle am Ende 
ist ffir zJ x die Reichweite eingesetz~, fibrigens hgngt (1) nicht sehr stark yon 
W ab. - -  FOr schwere stol]ende Teflohen ist W gleich der maximal fibertrag- 
baren Energie (,,Zentraler Stol]"), d . i .  W ~ 2 m y  2. 

1) H. Bethe ,  Ann. d. Phys. 5, 325, w 11. 
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(E', p' ~- Energie un4 Impuls nach dem StoB, ~ = Dir~iescher Operator). 
Hierauf hat man alas u zu berechnen, welches yon dieser 
Ladungs- und Stromverteflung erzeugt wird, une[ hat dieses Viererpotential 
als StSrung auizufassen, welche auf das gestoBene Atom wirkt. Dann erhiilt 
man nach der fiblichen Bornschen StSrungsrechnung als Wahrscheinlich- 
keit ftir einen StoB, bei dem das stoBende Elektron um den Winkel vq in 
den Winkelbereich do) abgelenkt und alas Atom aus 4era Grundzustand 
(Energie E o, Eigenfunktion Vo) in den n-ten Zustand angeregt wir4: 

~ t  (ao+(a~j))vdo(rld.r 
__ 4e~p ' E.E'  dco Ir ~.  ,x--.~ -T-(~-~',~j) 

])as Integral in (5) ist nut fiber die Koordinaten der ktomelektronen zu 

erstrecken. Der Diracsche Operator ~j wkkt a~ff die Spinkoordinate des 
~-ten Atomelektrons. 

In der nichtrelativistisehen StoBformd 1) steht an Stelle der GrSBe a a 
einfach 1, doch ist auch im relativistischen Falle a 0 = 1 ffir alle StSge, bet 
denen die Ablenktmg des stoBenden F, lektrons niehg sehr groB ist. Ferner 
tritt bet relativistischer gechnung die Wirkung des Vektorpotentials (mag- 
netische Kr~fte) neu hinzu, welches in unserer Formel durch a reprgsentiert 
wird, undes ist die ~etardierung der Wechselwirkungspotentiale zu berfick- 
sichtigen: Diese bewirkt den Zusatzterm (E ~ E ' ) ~ / @  = (En--Eo)2/c  ~" 

im Nenner yon (57. 

Solange alas Atom beim StoB eine Energie erhiilt, welche klein ist 
gegen die Ruhenergie mc 2 des Elektrons, kann man ffir ~Po and ~p,~ die 
SchrSdingerschen anstatt 4er Diracschen Eigenfunktionen setzen. 
Man dart je4oeh nicht, wie das zun~chst nahelage, (tie Wirkang des Vektor- 
potentials vernachl~ssigen: @erade bei den StSBen, bei denen 4as stoBende 
Elektron fiberhaupt nicht abgelenkt wird, ist der Beitrag des Gliedes m i t a  
in (5) fast genau entgegengesetzt gleich dem des skataxen Potentials: Man 
bekommt einen um den Faktor (E/mc~) ~ zu groBen Wirkungsquerschnitt, 
wenn man alas Vektorpotential wegl~Bt. 

Man kann bei kleinem Ablenkungswinkel setzen: a o -~ 1, a = v / c  
(v ----- Geschwindigkeit des stoBen4en Elektrons), ferner ist wegen tier 
kleinen Geschwindigkeit der Atomelektronen 

Iv,  j,eoa  = = 
./ 

h e  " Con 

x) It. Be the ,  1. c., w 4. 
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wo ~ n das Matrixelemen~ der Geschwindigkeit, r~ n dasjenige der KoorcUnate 
4es ~4en A~omelektrons bezeiehnet. ~ndlich kunn man noch die •x- 
ponentialfunktion in (5) entwickeln und die Entwicklung nach dem ersten 
Gliede abbrechen, welches einen nichtverschwindenden Beitrag zam Integral 
gibtX). Dann wird das I n t e~a l  in (5): 

2 ~ i p, E~ - -  E o . 
- -  h x o .  p - -  E P (6) 

Xon ist das elektrische Dipolrnoment, welches dem ]Jbergang 0 - +  n ent- 
sprieht, I xo~[ ~ ist also bis auf einen Faktor  die optisehe Ubergangs~vahr- 
scheinlichkeit. 

Geometrische Betrachtungen ergeben 

Wir kSnnen nun (6) und (7) in (5) einsetzen und fiber den Winkel v ~ inte- 
grieren. Die obere Grenze der Integration, ~o, w~hten wit dabei einerseit8 
so klein, dab wit, unserer Voraussetzung entsprechend, die Exponent, ial- 
funktion in (5) noch entwickeln diirfen, anderersei~s so grol], dal~ die Aus- 
drficke (7) praktisch n~r noch vom Ablenkungswinkel z~ und nicht mehr 
v o n d e r  iibertr~genen Anregungsenergie E - - E  o abh~ngen;  die beiden 
Bedingungen sind mitein~nder vertr~glich. Die Integration gibt 

~a 0 f d 2 = e ~ z ~ z ~ p~ (1 - -  cos  #o)  c~ i ~  (o) 

0 

~ ~ ~ I ~o I ~ ( l g  , 2 .~ v ~ w (Oo) ~ (8) 

1) Dies ist clas konstante Glied i fiir den Tell des Integrals, der das Vektor- 
2 ~  

potential enth~lt, hingegen das n~chste Glied -~-- ( p -  p', rj) fiir den yore 

skalaven Potential herrtihrenden Antei]. Dies ist der Grund dafiir, dab der 
Beitrag des Vek~orpotentials yon der gleichen GrSfienordnung wird wie der 
des skalaren. 
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Dabei ist W (~o) = ~ (1 --- cos V~o) die Energie, welche das Primi~relektron 

bei einer Ablenkung um den Winkel v~ o naeh dem Energieimpulssatz auf 
ein freies Sekundi~relektron fibertragen wiirde, R y ---- Rydberg-Energie. 
Das Zusatzglied --v~/c 2 aul3erhalb des Logarithmus riihrt davon her, dM~ 
dutch die Wirkung des Vektorpotentials die Anzahl der StSl3e vermindert 
wird, bei denen das Elektr0n nut verzSgert, and ~ieht abgelenkt ~vird 
( p -  p' parallel p, v ~ == 0). Die StSl~e mit  Ablenkung des Elektrons 
~verden dagegen ha'~liger als man fiir die gleiche Gesehwindigkeit bei nieht- 
relativistischer l~echnung er~arten wiirde; das ~ul3ert sich in dem Zusatz- 
faktor 1 - -  v~/c ~ im Nenner des Logarithmus. Wie man sieht, erhiilt man bei 
aussehliel~lieher Beri~cksiehtigung der StSl~e unter kleinem Winkel bereits 
die vollstdndige Korrektur, durch die sieh die Bremsformel (1) vonder ent- 
sprechenden nichtrelativistischen Formel unterscheide~. 

Bei grSl~eren Ablenkungs~inkeln i~ndert sieh niimlich gar nichts. 
Nehmen ~vir zuni~chst an, die auf alas Atom iibertragene hnregungsenergie 
sei noch klein gegen ~c  ~. Dann daft man ~eiterhin SchrSdingersehe 
Eigenfunktionen benutzen and aul~erdem nunmehr aueh alas Vektor- 
potential and die Retardierung ~ernachli~ssigen, wie man sich leieht durch 
eine ~berschlagsrechnung flberzeugt. ])ann geht (5) genau in die nieht- 
relativistisehe Formel ilber. Bei sehr batten StSl~en (Energieiibertragtmg 
vergleichbar mi~ mca oder grSl~er) mul3 man dann natftrlieh exakt mit 
Diracschen Eigenfunktionen rechnen: Doch kann man auch bier die 
~echnung noch vereinfaehen, weft man in diesem Falle die Bindung des 
gestol~enen Elektrons an das Atom vernaehl~ssigen darf; seine Eigenfunktion 
wird also vor dem StoI~ die eines r uhenden, ~reien Elektrons, naeh dem St.ol3 
die eines freien Elektrons mit dem Impuls p - -  p'. Die explizite ~echnung 
zeigt dana, daI~ auch fflr die harten StSl3e genau die klassische (nicht- 
relativistische) Formel flit die Stol~wahrscheinliehkeit herauskommt. 
Damit ist dana gezeigt, dab nut die StSl3e mit kleiner hblenkung eine 
s der Brems~ormel bewirken. 

Aaf die Winkelverteilung der gestreuten Elektronen nnd auf die An- 
regungswahrscheinlichkeiten der versehiedenen Niveaus wollen ~vir nicht 
eingehen, da dies in der er~ahnten Arbeit v0n ~t~ller geschehen wird. 
Wit mSehten nur darauf hinweisen, dM~ sich die Anregungswahrscheinlich- 
keit der diskreten Energieniveaus relativ zur Ionisierungswahrscheinliehkeit 
mit waehsender Energie des Prim~irelektrons ein ~r vergrSfier~ - -  ent- 
gegen 4er ansehaulichen Erwartung, aber im Einklang mit den yon mir frfiher 
angegebenen Formeln (1. e., w 10). Der Energieverbrauch pro gebildetes 
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Ion nimmt also etwas zu, schiitzungsweise um 80 bis 40%, wenn die ]~nergie 
des Prim~relektrons yon 10000 auf eine Milliarde Volt steigt. 

8. Formel (]) warde bereits yon Wi l l i ams  1) angegeben: ]~r nahm 

einfach an, da~ sich die relativistische quantentheoretische Formel yon der 
klassisch relativistischen ~) ebenso unterscheiden woxde wie die entsprechen- 
den unrelatNistischen Formeln. Er konnte such zeigen, dag (1) fOx alle 

C~eschwindigkeiten, fOx die ~berhaupt Experimente vorliegen (bis zu 96% 
der Lichtgeschwindigkelt) in guter ~lbereinstimmung mit demExperiment ist. 

Wie auch Wi l l i am s  bemerkt hat, nimmt nach (1) der Energieverlust 
des stol3enden Elektrons pro Zentimeter Weg ~ls Funktion der Energie 
nicht dauernd ab, wie man das bei Extrapolation aus den Experimenten 
bei nichtrelativistischer Geschwindigkeit erwarten woxde: Der Energie- 
verlust erreicht vielmehr bei 961/., % der Lichtgeschwindigkeit (11/, Mi]lionen 
Volt Energie) ein Minimum (etwa 9. Miliionen Volt pro Kubikzentimeter 
Wasser) und steigf dann wieder an. Elektronen yon einigen Milliarden Volt, 
wie wir sic in den Xorpuskularstrahlen der I~IShenstrahlung vermutlich 
vor uns haben, verlieren pro Xubikzentimeter Wasser 31/~ his 4 ~Ii]lionen 
Volt, erleiden also ein Mehrfaches des gewShnlich angenommenen Energie- 
verlustes von 1 Million Volt. Wenn ihre Flugrichtung einen Winkel yon 45 ~ 
gegen die Vertikale bildet, mtissen sic also 6 Milliarden Volt Energie be- 
sitzen, um die Atmosph~tre zu darchdringen, was eventneII den negativen 
Ausfall einer Reihe yon magnetischen Ablenkungsexperimenten eher ver- 
stehen li~gt sis die bisher angenommene Energie yon 2 Milliarden Volt. 

In der folgenden Tabelle verzeichnen wir fox verschiedene Anfangs- 
energien den Energieverlust yon Elektronen in Wasser un4 Blei und yon 
Protonen in Wasser. Das BremsvermSgen pro ~.asseneinheit ist, wie man 

TabelIe 1. Energieverlust schneller Elektronen und Protonen. 

Energle 

u 

104 
105 
106 
107 
l0 s 
109 
1010 

Geschwindigkeit , Energieverlust 
~ v (~Iillionen u pro Gramm]em~) 

e Elektronen 
Protonon i~ Wassor  Elektronen 

25,5 
4,55 
2,05 
2,31 
2,90 
3,46 
4,02 

0,20 
0,55 
0,94 
0,9988 
0,9488 
0,9688 
0,9888 

0,046 
0,146 
0,42 
0,875 
0,997 

in Blei 

10,0 
2,2 
1,10 
1,35 
1,76 
2,17 
2,56 

5OO 
70 
10,2 
3,02 
2,94 

Protonen 
in Wasser 

1) E. J. Wil l iams,  Proc. Roy. Soc. London (A) 135, 108, 1932. 
3) N. Bohr ,  Phil. Mag. 30, 581, 1915. 
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sieht, fox Pb wesentlich kleiner als fox Ha0,  einmal deshalb, well die Anzahl 

bremsender ]~lektronen pro Gramm kleiner ist (Ordnungszahl durch Atom- 

gewicht gleich 0,56 fOx H20, 0,40 fOx Pb), und z~'eitens ~vegen der hSheren 
s schwerer Atome. Pvotonen ~erden starker gebremst als 
Elektronen gleicher Energie, solange ihre Gesch~vindigkeit noch nicht 
vergleichbar ist mit der Lichtgeschwindigkeit, bei Energien yon einigen 
l~illiar&en Volt kehrt sich das Verh~ltnis urn1). Schlie~lich sei noch bemerkt, 
da6 bei sehr hoher ]~nergie die l~eichweite yon Elektronen und Protonen 
fund ein Sec~tel der mittleren ~eich~veite yon Protonen gleicher Energie 
ist, falls man die letztere als die Strecke definiert, auf der die Intensit~t 
eines Lichtstrahles nach der Klein-bTishinaschen :~ormel auf 1/e der 
Anfangsintensit~t abgeklungen ist. 

1) Aus diesem Grunde ist es unmSg]ieb, dal~ es sich bei den starken Ioni- 
sationsstS~en yon St einke (ZS.f. Phys. 75, 115,1932) etwa urn einzelne Protonen 
handeln kann. Einerseits ergibt sich aus der Anzabl der geb~ldeten Ionen 
(h~ufig &. 106, biswefleh noeh mehr) eine Mindestenergie yon 108 Volt fiir die 
Protonen. Protonen dieserEnergie wiirdenaberimIonisationsgef~fi yon Ste inke  
(250 em Luft~quiwlent = 0,32 ccm Wasser) nur 3,3 Mi]lionen Volt Energie 
verlieren, also hSchstens 130 000 Ionen bilden. ~-Tei]ehen k~men eher in Frage: 
bei ihnen ist wegen tier doppelten Ladung und vierfaehen Masse der Energie- 
verlust bei gleieher Anfangsenergie 16real so gro6, d.h. 50 Millionen Volt bei 
100 Millionen Anfan~energie. Um allerdings die st~rksten Aussch]~ge yon 
Ste inke  zu erkl~ren, mul~ man anscheinend annehmen, dal~ mebrere oder 
noeh gr56ere Atomtriimmer aus den Pb ausgelSst vcerden und gleiehzeitig die 
Ionisationskammer durehqueren. 
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